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4 Study on Mapping Properties of Hiickel Parameters

A new method to study Hiickel parameters is suggested,
wherein the essential point is the number of solutions of a
system of nonlinear equations.

1. Einleitung

Die theoretische Deutung semiempirischer Ver-
fahren ist in den letzten Jahren zunehmend aktuell
geworden ': 2. Dabei steht die Konstruktion effekti-
ver Hamilton-Operatoren und besonders die korrekte
Erfassung der Korrelation im Vordergrund .

Hier soll eine, nicht so sehr auf die richtige Be-
riicksichtigung der Korrelationsbeitrdge ausgerich-
tete, aber dafiir mehr praxisorientierte Methode zur
Untersuchung von semiempirischen Parametern vor-
gestellt werden. Als Beispiele dienen die Hiickel-
Parameter, denen einmal die 2p.-Orbitale (2p,-
HMO-Theorie) und — zum Vergleich — die 2p,-
Orbitale (2p,-HMO-Formalismus) zugrundegelegt
sind.

Der hier relevante Teil der Praxis der HMO-
Theorie 1dBt sich wie folgt beschreiben:

I. Den Hiickel-Parametern werden — insbesondere
im Fall heteroatomarer Systeme — Zahlen zu-
gewiesen, die letztlich experimentell erhalten
wurden.

II. Zur Simulation von Molekiilreihen, induktiven
Effekten usw. werden die Zahlenwerte der Hiickel-
Parameter unabhingig voneinander abgeéndert.

Eine theoretische Begriindung der Hiickel-Parameter
erachten wir als dann gesichert, wenn ein eindeutiger
Bezug zu Parametern einer molekularen Schrédin-
ger-Gleichung hergestellt werden kann. Es inter-
essiert jedoch nicht, wie dieser Bezug exakt analy-
tisch verifiziert werden kann.

2. Methode

In Abhéangigkeit der verwendeten Approximatio-
nen wird man die Hiickel-Parameter ,,7; in eine
mathematische Beziehung zu den Parametern der
Schrodinger-Gleichung ,,z;* setzen kénnen. Diese Be-
ziehung soll mit ,,¢>“ bezeichnet werden.
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Im allgemeinen wird also ein nichtlineares Glei-

chungssystem gemal}

Y1=%1 (31’52’ ced) s

Ya=Pa (21, 22,...) (1)
mit

P=(P1sP2s---)
vorliegen. Unter bestimmten Voraussetzungen, die
wir im folgenden als erfillt ansehen, kann man ¢ als
Abbildung auffassen:
P: R ~R"

(215220 00) (Y1 Y25 -0) (2)
i.allg.: z;>0 und ¥;<0.

Die von uns vorgestellte Methode zur Untersuchung
von Hiickel-Parametern besteht darin, die in (2) ge-
gebene Abbildung auf folgende Eigenschaften hin
zu diskutieren:

a) LaBt sich jeder zahlenmillig gegebene Satz von
Hiickel-Parametern als Bild der Abbildung ¢ mit
dem Urbild (z;,2s,...) auffassen, so dal}
(Y15 Ys»...) in Abhingigkeit der z; prinzipiell
physikalisch interpretiert werden kann? (Dies ent-
spricht I.)

b) Sind die Komponenten ¢; der Abbildung ¢ un-
abhingig voneinander 3? Nur wenn dies der Fall ist,
konnen die Hiickel-Parameter unabhingig vonein-
ander verschiedene Zahlenwerte durchlaufen (dies
entspricht II).

¢) Wenn sich ein gegebener Satz von Hiickel-Para-
metern als Bild der Abbildung ¢ auffassen lafit, gibt
es dann genau einen Satz von z;? Dies heif}t, die
Abbildung ¢ soll eineindeutig (d.i. injektiv) sein.
Nur dann hat das Gleichungssystem (1) genau eine
Losung und 1dBt sich der eindeutige Bezug zu den
Parametern der Schrodinger-Gleichung herstellen.

Nur bei Erfillung aller drei Kriterien a) —c)
wird die entsprechende semiempirische Theorie als
»gut”“ angesehen. Fiir a) und c) ist (bei gegebener
Abbildung ¢) die Zahl der Urbilder ,,.L(¢)*“ ent-
scheidend. Ist L(¢) grofer Eins, dann ist nur a) er-
fiillt; ist dagegen L(¢) genau gleich Eins, so sind
die Fragen a) und ¢) mit ,,ja* zu beantworten.

Um zu einer konkreten funktionalen Beziehung
fiir (2) zu gelangen, wird ein Zweizentrensystem
und ein elektronischer molekularer Hamilton-Ope-
rator in Abschirmfeldnidherung zugrundegelegt:

HM= — (1/2)4— [Z,"/ry (R)] — [Z:*!/r3(R)] a.E.
Zf:  effektive Kernladungszahlen der Kerne ,,i%,
ri(R) : Der Abstand des Elektrons vom i-ten Kern.

Der Bindungsabstand ,,R* tritt erst bei der

Berechnung der Zweizentrenintegrale expli-
zit auf.
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Die Definitionsgleichungen von E. Hiickel *
yi=Im B ny de

=M (2", R, Z,'") ..Coulomb-Integral
y2=Im H 1y dr

=@ (Z,*", R, Z,*") ,,Resonanzintegral
ys=/1: H" 1z dz

=@M (Z,*", R, Z,°™) ,,Coulomb-Integral“ (3)

(n; entweder 2p,- oder 2p,-Atomorbital, und ¢
s= (g, o), ™) ,,Modellabbildung®)

werden unter Verwendung von normierten Slater-
Orbitalen fiir #; und von HY swortlich® (,literal“ 1)
genommen. D. h. also, abgesehen von der nichtbe-
riicksichtigten Kern-Wechselwirkung und der nur un-
vollstandig erfafiten Elektronenwechselwirkung fehlt
der Korrelationsbeitrag in (3).

3. Ergebnisse

Unter Anwendung der Funktionaldeterminante ®
und graphischer Methoden erhélt man im Rahmen
des Modells: Sowohl fiir 2p,- als auch fir 2p,-
Slater-Orbitale ist nicht jedes zahlenmiflig vorgege-
bene Tripel (yy.v.,y;) (Abk.: y) als Bild der Ab-
bildung ¢¥ auffabar. Es gibt also fiir die Menge
aller y eine Begrenzung so, da} Frage a) nur inner-
halb dieses Bereichs positiv beantwortet werden
kann. Befindet man sich innerhalb dieses .,Bildbe-
reiches®, so sind die Funktionen ¢ ;) nicht abhingig
voneinander. Damit ist Kriterium b) sichergestellt.

Beziiglich Punkt ¢) ergibt sich eine Differenzie-
rung:

2p.: Innerhalb des Bildbereichs ist zu jedem Bild
y genau ein Urbild (Z;°", R, Z,*"") zu finden. D. h.
fir die

2p.-HMO-Theorie ist: L(¢¥) =1

und diese somit prinzipiell theoretisch begriindbar,
da der Bezug zu den Parametern der Schrodinger-
Gleichung (hier Z*" und R) eindeutig ist.
2p,: Innerhalb des Bildbereichs gibt es zu jedem
Bild y fast immer zwei Urbilder. D. h. fast immer
ist fir den
2p,-HMO-Formalismus: L (¢Y) =2

und dieser somit theoretisch nicht ohne zusatzliche
Einschrankungen deutbar.

Im Rahmen des Modells, dessen Annahmen in ¢
subsumiert sind, ist also die

2p.-HMO-Theorie

eine ,noch gute” Theorie, wiahrend der

2p,-HMO-Formalismus

nicht als ,,gut“ bezeichnet werden kann.
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4. Diskussion

Wenn man alle Wechselwirkungen, die zur richti-
gen Beschreibung von HMO-Parametern relevant
sind, beriicksichtigt, so wiirde man die ,,beste® Ab-
bildung ,,¢"“ erhalten. Die Modellabbildung ¢ ist
nur eine grobe Niherung zu ¢®, zumal die Korre-
lationsbeitrige von vorneherein nicht beriicksichtigt
werden. Die Modellabbildung ¢ sollte jedoch in
Hinblick auf die vorliegenden Fragestellungen, die
ja nicht auf die exakte numerische Reproduktion von
MeBgroflen usw. hinzielen, sondern auf die Beurtei-
lung der Zahl der Urbilder, bereits einige wesent-
liche Ziige richtig wiedergeben.

Daf} die Zahl von Losungen eines Gleichungs-
systems gegeniiber Storungen, die zu einem modifi-
zierten Gleichungssystem fiihren (in einem zu prézi-
sierenden Sinn % 7), nicht sehr empfindlich ist, zei-
gen u. a. Anwendungen des fiir die Theorie nicht-
linearer Gleichungssysteme wichtigen Abbildungs-
grads 8. Seine Homotopieinvarianz 8 ist mit (mit ge-
wissen Einschrinkungen®) ein Indiz fiir die Stabi-
litat der Zahl der Losungen. Sein Wert ungleich Null
kann geradezu als ein Mal} fiir die Stabilitidt eines
mathematischen Modells angesehen werden . Eben-
so spielen Uberlegungen zur Stabilitit mathemati-
scher Modelle in R. Thoms ,,Katastrophentheorie* !¢
eine wichtige Rolle; insbesondere weist der Begriff
der Transversalitdt - 1% eine zentrale Bedeutung im
Zusammenhang mit oben genannten Stabilitits-
fragen auf.

Dal} sich bei Erweiterungen an ¢, die zu einer
Anniherung an ¢® fiihren, die (Maximal-)Zahl von
Losungen (bei gegebenem Zahlensatz fiir die Hiickel-
Parameter gemdl} 1.) eher vergroflert als verringert,
wird durch folgendes nahegelegt:

a) Eigene explizite Berechnungen 1.

b) Noch keineswegs voll ausgeschopfte Anwen-
dungen des Abbildungsgrads und des Transversali-
titsbegriffs 11: Uberlegungen im Zusammenhang mit
dem Abbildungsgrad ergeben, daf} (unter Beach-
tung der in die Berechnung des Abbildungsgrads
eingehenden Voraussetzungen und der Einschrén-
kungen bei Anwendung der Homotopieinvarianz % ?)
die Zahl der Losungen bei homotopen Abénderun-
gen der Abbildung ¢™ in beiden Fillen (2p., und
2p,) nicht verringert wird. Zur graphischen Bestim-
mung der Zahl der Losungen von (3) werden
Schnittpunkte von Hohenlinien abgezahlt1!. Die
Hohenlinien schneiden sich fast immer transversal.
Auch dies ist ein Hinweis, dal} sich die Zahl der
Schnittpunkte (Zahl der Losungen) bei kleinen Sté-
rungen (wenn iiberhaupt) eher erhoht als erniedrigt.

¢) Die Erwartung, da} die Mitnahme zusatzlicher
Wechselwirkungen in ¢™ (z. B. in additiver Form)
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eher ,,aufrauhend” als ,glattend” wirkt und somit
Anlaf} zu mehr Losungen fiir (3) gibt.

Es wird daher vorgeschlagen, die durch ¢ nicht
explizit erfaliten Wechselwirkungen (unter anderem
auch die Korrelationsbeitrdge) und ihren Einflufl
auf die Zahl der Losungen zu gegebenem Bild durch
eine Ungleichung vom Typ

L(o®) = L(o™) (4)
zu beschreiben.

Nimmt man (4) (u. U. in einer préazisierten
Form 1) als bewiesen an, so ist die 2p,-HMO-Theo-
rie moglicherweise, der 2p,-HMO-Formalismus aber
sicher nicht theoretisch zu begriinden, weil im ersten
Fall sich die Zahl der Losungen gemaf} (4) erhohen
kann, wihrend im zweiten Fall die Mehrdeutigkeit
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des Bezugs zu den Parametern der Schrédinger-
Gleichung erhalten bleibt.

Es ist vorgesehen, neben Verbesserungen an ¢
vor allem (differential-)topologische Methoden & 7
zu verwenden, um den Giiltigkeitsbereich einer Un-
gleichung wie (4) zu erfassen.

Die von uns vorgeschlagene Methode erscheint ge-
eignet, Aussagen iber semiempirische Parameter zu
treffen, ohne auflerordentlich aufwendige Rechnun-
gen durchfiithren zu missen.
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